Azerbaijan Math Olympiad Training 2024-2025

Riyaziyyat fanni tizra Yuxar: Yas qrupu ti¢iin Se¢cmoa Imtahanin hallari
va qiymatlondirma meyarlar

Sual 1. ¢; va co ¢evralori D vo E nédqgtalorinds kosisirlor. B va C ndqtalori uygun olaraq ¢ va co ¢evralori
tzorinda ela néqtalardir ki, B, D va C' néqtalari bir diiz xott tzerindadirlor voe BD = DC'. ¢1 va co ¢evralarine uygun
olarag B va C do ¢okilmis toxunanlar A-da kasisirlor. Isbat edin ki, DA - DE = DC?

Holli. /BED = «a vo ZCED = [ olsun. Bir ¢evrodo eyni qévse baxan daxili bucaq ilo toxunan votor
bucag1 borabor oldugundan ZABD = /BED vo LZACD = ZCED = (8 olar. ABC ii¢cbucagindan ZBAC =
180° — o — 8 olar. Buradan da ZBAC + ZBEC = (180° — a — 8 + o + 8 = 180° alinar.

Demoli ABEC doérdbucaqlist xaricine ¢evro ¢okilo bilondir (1).

(1)-don aling ki, ZAEB = ZACB = . BEC ii¢bucagina nozer salaq: ED mediandir vo ZCED = 8 =
/BFEA, demoli EA xotti BEC tigbucaginda FE "symmediandir. Homginin dérdbucaqlisi xaricine gevro gokilo bilon
oldugundan, AE xotti ABC iighucaginda A "symmedian"olar. Onda AF xotti "symmedian"ve AD xotti
do median oldugundan /BAFE = ZCAD olar. ZBAE = ZCAD = 6 olsun. (1)-don /BAE =60 = /BCE
olar. Yekunda ZACD = 8 = ZCED vo ZCAD = § = Z/DCE alariq. Onda Bucag-Bucaq (BB) oxgarhgimdan
ANACD ~ ACED alariq. Bu oxsarliq nisbatine goro:

AD _CD
CD ED

= DA-DE = DC?

O

e Al) ABEC doérdbucaglisinin xaricine ¢evro ¢okilo bilon oldugunu isbat etmok (yazida) +2 bal
e B1) /BEA = ZCED boraborliyini isbat etmok (yazida) +1 bal
e B2) FA xottinin EBC ii¢chucaginin “symmedian™1 oldugunu qeyd etmok (yazida) +2 bal
e B3) AF xottinin ABC iigbucaginmin “symmedian™1 oldugunu ve ya /BAE = ZCAD boraberliyini
isbat etmok (yazida) +5 bal

e Cl1) LBAE = ZBCE boraborliyini isbat etmok (yazida) +1 bal
e C2) AACD ~ ACED vasitasilo DA - DE = DC? borabarliyini isbat etmok (yazida) +8 bal

Qeyd: Forqli kateqoriyalardak: ballar toplanir. Eyni kateqoriyalardak: ballar iso toplanmir.
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Sual 2. Bitiin f: R — R funksiyalarine tapin ki, asagidaks baraborlik istonilon haqiqi x ve y adadlari tig¢tin
odanilsin.

f(f(@)+2f(y) =xf(y+1)

Holli. Sualin sortinde x = y = —1 ovozlomosi etdikdo f(0) = 0 oldo edirik. Sonra y = 0 ovozlomosindon

f(f@) ==f(1) (@)

boraborliyini oldo edorik.

Tk olaraq forz edok ki, f(1) # 0. Onda f inyektiv funksiyadir. Ciinki bozi 21,y adadleri figiin f ()
f (z2) olarsa, bu qgiymotlori (1) boraborliyindo yerino qoysaq x; = =z tapariq. Sualin gortinde z =
ovozlomosini aparsaq vo f funksiyasinin inyektiv oldugundan istifado etsok,

)+ fly)=y+1

1

boraborliyini oldo edorik.
Bu boraborlikde y = 1 ovozlomosi aparsaq 2f(1) = 2 olar vo demoli f(1) = 1 olar. Yenidon bu
boraborlikdon asanhgla gororik ki, f(y) =y, Vy € R olmaldir vo bu funksiya sualin gortini 6doyoacokdir.
Indi iso f(1) = 0 olma halina nazar yetirok. Onda (1)-» gére

f(f(@)=0,Vz eR

oldugunu tapariq.
Sualin gortinds = 1 ovozlomosini etdikde

0=r(fw) =rFM)+1-fy) =fly+1),Vy eR

oldo edorik. Bu beraborlikdo = hoqiqi ododi tigiin y = x — 1 ovozlomosi etsok f(x) = 0,Vx € R hollini
oldo edorik vo bu holl do sualin gortini 6doyocokdir.

O
e f(0) =0 oldugunu tapmaq +1 bal
e (1) boraberliyini (ve ya ekvivalentini) tapmaq +1 bal
e f(1) # 0 halim holl etmok +4 bal
e f(1) = 0 halim holl etmok +4 bal
e Sadoco hollori geyd etmok +0 bal

e Hollorin 6dadiyini yoxlamamaq -1 bal
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Sual 3. Biitiin elo k natural adadlorini tapin ki, elo x,y natural adadlori mévcud olsun ki, yi% adadi
sada adad olsun.

Holli. Tutaq ki, d = ©BOB(z, y) olsun. Onda 1, 31 qarsiigh sads ododlori ti¢lin « = dz1,y = dy; kimi yaza
bilorik. Sortdoeki ifadenin p sade adodi ii¢ilin asagidaki formada olmasini istoyirik:

dk—l X _
i

Lakin ©BOB (x’f,y% —x%) = 9BOB (zl,yl)mm(k’z) =1 = 9BOB (yl,yf —x%) olacaqdir, yoni, xfy;
odadilo y? — 22 adodi qarsiligh sado adodlordir. Onda p tam odod olmasi iiciin 3? — 22 | d*~1 olmahdir.
Bundan slave y; > 1 olmalidir vo demsli z¥y; > 1. Onda, yuxaridaki ifadenin p tam sados adodine barabor
olmast figlin 21 = 1,y; = p vo yf — 2% = d*=1 boraborliklorinin hor birinin eyni anda édenmosi zeruridir.

Ogor k = 1 olarsa, onda 1 = p? — 1 olar vo aydindir ki, bu halda heg bir hall olmaz.

k = 2 olarsa, onda d = p® — 1 olar vo (z,y) = (p? — 1,p (p* — 1)) ciitliiyii hor bir sado p adoadi iigiin telob
olunan gorti 6doyor. Demoli, £ = 2 holldir.

k > 2 olarsa, d*~! = p? —1 = (p—1)(p+1) olmasim istoyirik. Asanligla gérmok olar ki, p = 2 halinda hall
yoxdur, ¢iinki 3 heg bir natural adadin (k — 1)-ci giivveti deyil. Demali, p tok sads adaddir. Onda 8 | p? — 1
olar vo buna goro do k — 1 > 3 olmalidir. Demoli, k¥ = 3 holl deyil. p = 3, d = 2 olarsa, (x,y) = (2,6) olar
vo k =4 holl olar.

Sonda k > 4 olarsa, heg bir hollin olmadigini géstorok. Bunun {igilin iki hala nozor yetirmoliyik.

Case 1 k — 1 ciit olarsa, onda
k— k—
l=p?—d"1=(p—-d7T)p+dT)
olar, lakin iki tam kvadratin forqi he¢ zaman biroe borabor ola bilmoz.
Case 2 k — 1 tok olarsa, onda
d+1[d=1+1=p?
olar vo geriyo d + 1 € {p,p?} hallan qalar.

Ogor d + 1 = p? olarsa, onda p? = (p?> — 1)*"1 +1 > (p? — 1) + 1 = p? olar vo bu da ziddiyyat toskil
edor.

Ogor d+ 1 = p olarsa vo k—1 > 3 oldugundan, onda p? = (p—1)* 1 +1 > (p—1)3+1=p> - 3p>+3p
olar. Lakin bu borabersizlik p > 3 olarsa dogru olmaz vo yenidon ziddiyyot olde edorik.

Yegano hollor k£ = 2,4 olar

O

e d = OBOB(z,y) olarsa, p> — 1 = d*~! oldugunu isbat etmok +3 bal
e k=1 halinda hosll olmadiginm isbat etmok +1 bal
e k= 2 halinin holl oldugunu goéstormok +1 bal
e k = 3 halinda holl olmadigini isbat etmok +1 bal
e k=4 halinin holl oldugunu goéstormok +1 bal
e k > 4 halinda holl olmadigin isbat etmok +3 bal
k — 1 ciit olma halin holl etmok +1 bal

k — 1 tok olma halini holl etmok +2 bal
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Sual 4. Misbat tam tok n adadi verilib. Ela an kicik miisbat tam k adadini tapwn ki, 3 X k dl¢ili cadvalin
bitin zanalarny monfi olmayan tam adadlorls els doldurmagq olsun ki, asagidaks sortlar édansin:

(1) Istonilon siitundak: adadlarin comi n-o borabordir.
(2) 0,1,--- ,n adadlorinin hor biri istonilon satirde on azi 1 dafo istirak edir.

Holli. Istonilon sotirde 0,1, -- ,n ododlorinin hor biri méveud oldugu iiciin codveldoki adodlorin comi on
az13-(0+1+---+n) = W—dir. Stitunlardak: adodlorin comini nozoro alsaq tapariq ki, codveldoki
ododlorin comi k - n-dir. Boraborsizliyo osason k > @ aliriq. Tutaq ki, n = 2t + 1. Agagidaki 3 codvoli

yanasgi yerlogdirsok alinan codvol gorti 6doyer:

0 0]--- 0 0
0 1]---]t—-1 t
20—1 |2t |t+2|t+1
0 1] |t—1 t
2041 |2t |t+2|t+1
0 0 0 0
2t+1 |2t |t+2|t+1
0 0 0 0
0 1 t—1 t
O
e Biitiin adodlorin cominin % - n oldugunu qeyd etmok +2 bal
e Biitiin adodlorin cominin an az w oldugunu isbat etmok +2 bal
o k> 3(”; D borabarsizliyini isbat etmok +1 bal
o k= w liglin niimuns vermoak +& bal

Qeyd: Xiisusi hal {i¢lin verilon niimunslor yalniz n > 5 {i¢lin vo 1 bal olmagla giymotlondirilir.



