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Riyaziyyat fәnni üzrә Yuxarı Yaş qrupu üçün Seçmә İmtahanın hәllәri
vә qiymәtlәndirmә meyarları

Sual 1. c1 vә c2 çevrәlәri D vә E nöqtәlәrindә kәsişirlәr. B vә C nöqtәlәri uyğun olaraq c1 vә c2 çevrәlәri
üzәrindә elә nöqtәlәrdir ki, B,D vә C nöqtәlәri bir düz xәtt üzәrindәdirlәr vә BD = DC. c1 vә c2 çevrәlәrinә uyğun
olaraq B vә C dә çәkilmiş toxunanlar A-da kәsişirlәr. İsbat edin ki, DA ·DE = DC2

Hәlli. ∠BED = α vә ∠CED = β olsun. Bir çevrәdә eyni qövsә baxan daxili bucaq ilә toxunan vәtәr
bucağı bәrabәr olduğundan ∠ABD = ∠BED vә ∠ACD = ∠CED = β olar. ABC üçbucağından ∠BAC =
180◦ − α− β olar. Buradan da ∠BAC + ∠BEC = (180◦ − α− β + α+ β = 180◦ alınar.
Demәli ABEC dördbucaqlısı xaricinә çevrә çәkilә bilәndir (1).
(1)-dәn alırıq ki, ∠AEB = ∠ACB = β. BEC üçbucağına nәzәr salaq: ED mediandır vә ∠CED = β =
∠BEA, demәli EA xәtti BEC üçbucağında E "symmediandır. Hәmçinin dördbucaqlısı xaricinә çevrә çәkilә bilәn
olduğundan, AE xәtti ABC üçbucağında A "symmedian"olar. Onda AE xәtti "symmedian"vә AD xәtti
dә median olduğundan ∠BAE = ∠CAD olar. ∠BAE = ∠CAD = θ olsun. (1)–dәn ∠BAE = θ = ∠BCE
olar. Yekunda ∠ACD = β = ∠CED vә ∠CAD = θ = ∠DCE alarıq. Onda Bucaq-Bucaq (BB) oxşarlığından
△ACD ∼ △CED alarıq. Bu oxşarlıq nisbәtinә görә:
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• A1) ABEC dördbucaqlısının xaricinә çevrә çәkilә bilәn olduğunu isbat etmәk (yazıda) +2 bal

• B1) ∠BEA = ∠CED bәrabәrliyini isbat etmәk (yazıda) +1 bal

• B2) EA xәttinin EBC üçbucağının “symmedian”-ı olduğunu qeyd etmәk (yazıda) +2 bal

• B3) AE xәttinin ABC üçbucağının “symmedian”-ı olduğunu vә ya ∠BAE = ∠CAD bәrabәrliyini
isbat etmәk (yazıda) +5 bal

• C1) ∠BAE = ∠BCE bәrabәrliyini isbat etmәk (yazıda) +1 bal

• C2) △ACD ∼ △CED vasitәsilә DA ·DE = DC2 bәrabәrliyini isbat etmәk (yazıda) +3 bal

Qeyd: Fәrqli kateqoriyalardakı ballar toplanır. Eyni kateqoriyalardakı ballar isә toplanmır.
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Sual 2. Bütün f : R → R funksiyalarını tapın ki, aşağıdakı bәrabәrlik istәnilәn hәqiqi x vә y әdәdlәri üçün
ödәnilsin.

f(f(x) + xf(y)) = xf(y + 1)

Hәlli. Sualın şәrtindә x = y = −1 әvәzlәmәsi etdikdә f(0) = 0 әldә edirik. Sonra y = 0 әvәzlәmәsindәn

f(f(x)) = xf(1) (1)

bәrabәrliyini әldә edәrik.
İlk olaraq fәrz edәk ki, f(1) ̸= 0. Onda f inyektiv funksiyadır. Çünki bәzi x1, x2 әdәdlәri üçün f (x1) =

f (x2) olarsa, bu qiymәtlәri (1) bәrabәrliyindә yerinә qoysaq x1 = x2 taparıq. Sualın şәrtindә x = 1
әvәzlәmәsini aparsaq vә f funksiyasının inyektiv olduğundan istifadә etsәk,

f(1) + f(y) = y + 1

bәrabәrliyini әldә edәrik.
Bu bәrabәrlikdә y = 1 әvәzlәmәsi aparsaq 2f(1) = 2 olar vә demәli f(1) = 1 olar. Yenidәn bu

bәrabәrlikdәn asanlıqla görәrik ki, f(y) = y,∀y ∈ R olmalıdır vә bu funksiya sualın şәrtini ödәyәcәkdir.
İndi isә f(1) = 0 olma halına nәzәr yetirәk. Onda (1)-ә görә

f(f(x)) = 0,∀x ∈ R

olduğunu taparıq.
Sualın şәrtindә x = 1 әvәzlәmәsini etdikdә

0 = f(f(y)) = f(f(1) + 1 · f(y)) = f(y + 1),∀y ∈ R

әldә edәrik. Bu bәrabәrlikdә x hәqiqi әdәdi üçün y = x − 1 әvәzlәmәsi etsәk f(x) = 0,∀x ∈ R hәllini
әldә edәrik vә bu hәll dә sualın şәrtini ödәyәcәkdir.

• f(0) = 0 olduğunu tapmaq +1 bal

• (1) bәrabәrliyini (vә ya ekvivalentini) tapmaq +1 bal

• f(1) ̸= 0 halını hәll etmәk +4 bal

• f(1) = 0 halını hәll etmәk +4 bal

• Sadәcә hәllәri qeyd etmәk +0 bal

• Hәllәrin ödәdiyini yoxlamamaq -1 bal
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Sual 3. Bütün elә k natural әdәdlәrini tapın ki, elә x, y natural әdәdlәri mövcud olsun ki, xky
y2−x2 әdәdi

sadә әdәd olsun.

Hәlli. Tutaq ki, d = ӘBOB(x, y) olsun. Onda x1, y1 qarşılıqlı sadә әdәdlәri üçün x = dx1, y = dy1 kimi yaza
bilәrik. Şәrtdәki ifadәnin p sadә әdәdi üçün aşağıdakı formada olmasını istәyirik:
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1 әdәdi qarşılıqlı sadә әdәdlәrdir. Onda p tam әdәd olması üçün y21 − x2
1 | dk−1 olmalıdır.

Bundan әlavә y1 > x1 olmalıdır vә demәli xk
1y1 > 1. Onda, yuxarıdakı ifadәnin p tam sadә әdәdinә bәrabәr

olması üçün x1 = 1, y1 = p vә y21 − x2
1 = dk−1 bәrabәrliklәrinin hәr birinin eyni anda ödәnmәsi zәruridir.

Әgәr k = 1 olarsa, onda 1 = p2 − 1 olar vә aydındır ki, bu halda heç bir hәll olmaz.
k = 2 olarsa, onda d = p2− 1 olar vә (x, y) =

(
p2 − 1, p

(
p2 − 1

))
cütlüyü hәr bir sadә p әdәdi üçün tәlәb

olunan şәrti ödәyәr. Demәli, k = 2 hәlldir.
k > 2 olarsa, dk−1 = p2−1 = (p−1)(p+1) olmasını istәyirik. Asanlıqla görmәk olar ki, p = 2 halında hәll

yoxdur, çünki 3 heç bir natural әdәdin (k − 1)-ci qüvvәti deyil. Demәli, p tәk sadә әdәddir. Onda 8 | p2 − 1
olar vә buna görә dә k − 1 ≥ 3 olmalıdır. Demәli, k = 3 hәll deyil. p = 3, d = 2 olarsa, (x, y) = (2, 6) olar
vә k = 4 hәll olar.

Sonda k > 4 olarsa, heç bir hәllin olmadığını göstәrәk. Bunun üçün iki hala nәzәr yetirmәliyik.

Case 1 k − 1 cüt olarsa, onda
1 = p2 − dk−1 = (p− d

k−1
2 )(p+ d

k−1
2 )

olar, lakin iki tam kvadratın fәrqi heç zaman birә bәrabәr ola bilmәz.

Case 2 k − 1 tәk olarsa, onda
d+ 1 | dk−1 + 1 = p2

olar vә geriyә d+ 1 ∈ {p, p2} halları qalar.

Әgәr d + 1 = p2 olarsa, onda p2 = (p2 − 1)k−1 + 1 > (p2 − 1) + 1 = p2 olar vә bu da ziddiyyәt tәşkil
edәr.

Әgәr d+1 = p olarsa vә k− 1 > 3 olduğundan, onda p2 = (p− 1)k−1+1 > (p− 1)3+1 = p3− 3p2+3p
olar. Lakin bu bәrabәrsizlik p ≥ 3 olarsa doğru olmaz vә yenidәn ziddiyyәt әldә edәrik.

Yeganә hәllәr k = 2, 4 olar

• d = ӘBOB(x, y) olarsa, p2 − 1 = dk−1 olduğunu isbat etmәk +3 bal

• k = 1 halında hәll olmadığını isbat etmәk +1 bal

• k = 2 halının hәll olduğunu göstәrmәk +1 bal

• k = 3 halında hәll olmadığını isbat etmәk +1 bal

• k = 4 halının hәll olduğunu göstәrmәk +1 bal

• k > 4 halında hәll olmadığını isbat etmәk +3 bal

k − 1 cüt olma halını hәll etmәk +1 bal

k − 1 tәk olma halını hәll etmәk +2 bal
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Sual 4. Müsbәt tam tәk n әdәdi verilib. Elә әn kiçik müsbәt tam k әdәdini tapın ki, 3 × k ölçülü cәdvәlin
bütün xanalarını mәnfi olmayan tam әdәdlәrlә elә doldurmaq olsun ki, aşağıdakı şәrtlәr ödәnsin:

(1) İstәnilәn sütundakı әdәdlәrin cәmi n-ә bәrabәrdir.

(2) 0, 1, · · · , n әdәdlәrinin hәr biri istәnilәn sәtirdә әn azı 1 dәfә iştirak edir.

Hәlli. İstәnilәn sәtirdә 0, 1, · · · , n әdәdlәrinin hәr biri mövcud olduğu üçün cәdvәldәki әdәdlәrin cәmi әn
azı 3 · (0 + 1 + · · · + n) = 3n(n+1)

2 -dir. Sütunlardakı әdәdlәrin cәmini nәzәrә alsaq taparıq ki, cәdvәldәki
әdәdlәrin cәmi k · n-dir. Bәrabәrsizliyә әsasәn k ≥ 3(n+1)

2 alırıq. Tutaq ki, n = 2t + 1. Aşağıdakı 3 cәdvәli
yanaşı yerlәşdirsәk alınan cәdvәl şәrti ödәyәr:

0 0 · · · 0 0
0 1 · · · t− 1 t

2t− 1 2t · · · t+ 2 t+ 1

0 1 · · · t− 1 t
2t+ 1 2t · · · t+ 2 t+ 1

0 0 · · · 0 0

2t+ 1 2t · · · t+ 2 t+ 1
0 0 · · · 0 0
0 1 · · · t− 1 t

• Bütün әdәdlәrin cәminin k · n olduğunu qeyd etmәk +2 bal

• Bütün әdәdlәrin cәminin әn azı 3n(n+1)
2 olduğunu isbat etmәk +2 bal

• k ≥ 3(n+1)
2 bәrabәrsizliyini isbat etmәk +1 bal

• k = 3(n+1)
2 üçün nümunә vermәk +5 bal

Qeyd: Xüsusi hal üçün verilәn nümunәlәr yalnız n ≥ 5 üçün vә 1 bal olmaqla qiymәtlәndirilir.


